Algebra 1, rozwiazania zadan 25.11.2022

1. Przedstawiamy o w postaci cykli roztacznych: o = (2,11,4,5,13,6,8)(1, 3,12,9).
Zatem o' = (9,12,3,1)(8,6,13,5,4,11,2). Cykl dlugoéci parzystej (odpowiednio nieparzystej) jest per-
mutacja nieparzysta (parzysta), czyli o ¢ Ajs. Zatem (7,10)c € Az oraz (7,10)0 jest iloczynem cykli
rozltacznych dlugosci 2,4, 7. Z wykladu wiemy, ze o((7,10)0) = NWW(2,4,7) = 28.
Uwaga: cykle roztaczne sa przemienne; ich kolejnos¢ nie ma znaczenia.

2. (a) Skoro [G : H] = n, to wéréd n + 1 warstw H,aH,a?H, ... ,a™H musza by¢ dwie warstwy réwne. Zatem
a'H = a’H dla pewnych ¢ < j, 0 < ¢,5 < n. Wtedy H = &/ 'H, czyli /7" € H oraz 0 < j —1 < n.
Przyjmujemy wiec k = j — 1.

(b) Grupa ilorazowa G/H ma rzad n, wiec (z tw. Lagrange’a) jej element aH ma rzad dzielacy n. Zatem
(aH)™ = H (= element neutralny G/H). Ale a"H = (aH)"™, czyli «"H = H, a wiec a™ € H.

3. Niech Cy = {1,a}. Niech f : Dy — Cy bedzie zadane przez f(ep') = a oraz f(p') = 1, dlai = 0,1,2,3.
Jest to homomorfizm otrzymany z homomorfizmu naturalnego 7 : Dy — Dy/F = Cy, gdzie F = (p) (mamy
F <Dy bo [Dy : F] =2). Skladajac f z wlozeniem i : Cy — S5 x Cy, danym przez: i(z) = ((1), z), dostajemy
homomorfizm i o f o jadrze réwnym F = (p).

Element p? jest centralny w Dy, wiec H = (p?) jest podgrupa normalna rzedu 2. Grupa ilorazowa G/H jest
izomorficzna z Cy x Co, bo ma rzad 4 ale nie ma elementéw rzedu 4. Homomorfizm naturalny 7 : Cy — Cy/H
daje wiec epimorfizm Cy — Cy x Cy. Ale Cy x Cy jest izomorficzne z podgrupa ((1,2)) x Cy grupy S x Cs.
Zatem dostajemy homomorfizm g : Dy — S3 x Cs taki, ze ker(g) = H ma rzad 2. Ten homomorfizm opisany
jest przez warunki:

g(ep') = ((1,2),a) 1 g(p*)
g(ep') = ((1,2),1) i g(p)

((1),a) dlai=1,3, oraz
((1),1), dla i = 0, 2.

4. (a) Niech H bedzie podgrupa rzedu 6 w Dg. Poniewaz [Dg : H] = 2, to H jest normalna w Dg. Z twierdzenia
Cauchy, H ma element rzedu 3. W Dg sa dwa takie elementy: p? i p* = (p?)~!, skad wynika, ze gp?g~! C
(p?) = (p*), dla kazdego g € Dg (bo o(gzg™!) = o(z) dla x,g € G). Niech F = (p?). Wykazali$my, ze F jest
podgrupa normalna w Dg oraz F' C H.

W szezegblnosci, Hy = FUeF = F U Fe = {1,p%,p% ¢,¢ep%, ep*} jest zamkniete na mnozenie, wiec jest
podgrupa rzedu 6. Podobnie, Hy = FUepF = FU Fep = {1, p?, p*, ep, €p®, €p®} takze jest podgrupa rzedu 6.
Oczywiscie, H3 = (p) = F U pF tez jest jedna z takich podgrup.

Innych podgrup H rzedu 6 nie ma, bo mamy [H : F| = 2, wiec H musi by¢ suma dwéch warstw: F'U hF,
gdzie h ¢ F, a sa tylko 3 warstwy podgrupy F' w Dg r6zne od F'.

(b) Z relacji ep®e = p* wynika, ze p3 jest elementem centralnym. Ponadto jest rzedu 2, wiec (p®) =2 Cy jest
podgrupa normalna. Mamy: Hy N (p?) = {1}, oraz |Dg| = 12 = |Hy| - |(p?)|; wiec z twierdzenia z wykladu
dostajemy, ze Dg = (p3) x Hj.

Uwaga: Hi moze by¢ interpretowana jako grupa izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego wpisanego w
szesciokat foremny; oczywiscie H; = S3.

5. Poniewaz H jest podgrupa normalnag w G, to G dziata na H przez automorfizmy wewnetrzne. Czyli mamy
homomorfizm ¢ : G — Sy, zdefiniowany przez ¢(g) = ¢4, gdzie ¢p4(z) = grg~' dla z € H. Wiemy, ze kazda
orbita ma moc dzielaca rzad grupy G. Z zalozenia o tym, ze p jest najmniejsza liczba pierwsza dzielaca |G| iz
faktu, ze |H| = p wynika wiec, ze dla kazdego h € H moc Orb(h) musi by¢ jedna z liczb 1, p. Z drugiej strony,
H jest rozlaczna suma orbit. Ponadto, Orb(e) = {e}. Zatem wszystkie orbity musza by¢ jednoelementowe.
To oznacza, ze kazdy element podgrupy H jest centralny, czyli H C Z(G).

Uwaga: jest tez nieco inne rozwiagzanie, ale takze oparte o dzialanie G na H przez automorfizmy wewnetrzne.
Zauwazmy, ze w istocie ¢, € Aut(H) dla g € G. Czyli ¢ : G — Aut(H) = Aut(C,). Ale Aut(C)) jest grupa
rzedu p—1 (jesli C), = (a), to kazdy automorfizm f € Aut(C)) przeprowadza a na pewien generator grupy Cp,
a ponadto f jest wyznaczony przez zadanie f(a); wiec jest p—1 automorfizméw. W istocie, Aut(Cp) = Cp_1).
Zatem, |¢(G)| z jednej strony dzieli | Aut(H)| = p — 1 (z tw. Lagrange’a, bo ¢(G) C Aut(H)), a z drugiej
strony |¢(G)| dzieli |G| (bo z twierdzenia o izomorfizmie mamy |G/ ker(¢)| = |#(G)|). Z zalozenia wynika
wiec, ze |¢(GQ)| = 1, czyli ¢ jest homomorfizmem trywialnym. Z definicji ¢ wynika teraz, ze grg=! = z dla
x € H. To oznacza, ze H C Z(G).



